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O zADANI

Niektoré hry alebo hadanky staci vysvetlit dvoma vetami, no napriek tomu moézu otvarat bohaté
a rozmanité svety. Dnes budete skimat nie¢o v tomto duchu: hracia doska so Stvorcovymi polickami
je zaplnend kamerimi, ktoré sa mozu navzajom preskakovat. Kam az mozu kamene preniknut do
volnych poli na hracej doske? Dufame, Ze sa nebudete hanbit robit svoje vlastné velké kreativne
skoky a nakoniec dospejete k novym postrehom sprevadzanym jasnym zdévodnenim.

STRUKTURA DRNA

Tohtoro€né zadanie Matematického B-dfa pozostava z Uvodnych a doplnkovych uloh, ktoré mézZete
riedit do vacsej hibky. Na rozdiel od beinych hodin matematiky nemusite vyriesit vietky ulohy.
Zadanie obsahuje ulohy od lahsich az po tie ndroc¢nejsie. Je v poriadku ak nedokoncite vsetko, ale vo
svojej zdverec€nej sprave popiste, ¢o ste skusili, nad ¢im ste rozmyslali a ako daleko ste sa dostali
v rieSeni. Ak ste venovali dostatok c¢asu Uvodnym problémom, vyberte si jedno alebo viacero
zaverec¢nych zadani, aby ste sa mohli danej téme venovat hlbSie. Prave rieSenie tychto poslednych
problémov mozZe vas tim este viac odlisit od konkurencie a pomo6zZe vam ziskat lepSie umiestnenie!

PRACA vV TIMOCH

Zvlastnostou Matematického B-dna je, Ze matematiku robite ako tim. Odporicame vam, aby ste si
urobili si rozvrh diia a rozdelili ulohy. Nech kazdy ¢len timu robi to, v com je dobry. Dajte kazdému
priestor, aby mohol prispiet svojimi ndpadmi a rieSenim. Mo6Zete pracovat individualne na réznych
alebo rovnakych Ulohach v rovnakom ¢ase a potom sa opat stretnut, aby ste diskutovali a hodnotili.
Pri niektorych problémoch je uZito¢né nastudovat si rieSenie viacerych prikladov. Takto si pracu
méZete pekne rozdelit.

PomOCKy

Dnes budete potrebovat nasledovné pomdcky: pero, dostatok papiera na vypocty, toto zadanie
a pocitac alebo notebook na pripravu zaverecnej spravy. PouZivanie informdcii z internetu nie je
povolené, s vynimkou odkazov na stranky s hracimi doskami (s hrami), ktoré su priebezne zdielané
aj v tomto dokumente.

Co BUDETE ODOVZDAVAT?

Pocas celého dna budete pracovat na sprave v elektronickej forme. S pisanim spravy nezacinajte
prilis neskoro; ¢as odovzdania je presne 16:00. Vo svojej sprave opiSete vysledky a zdovodnenia.
Vyrozpravajte svoj vlastny, jasny a presvedcivy pribeh VASHO RIESENIA. Ocenujeme dobre napisané,
jasné, presné, Uplné, starostlivo formulované a urcite originalne, kreativne a lyrické spravy.

Tipy:

e MOze byt uzZitocné zacat pisat Casti zdverec¢nej spravy uz dopoludnia.

e Budte zrozumitelni: dbajte na to, aby bol text Citatelny aj pre niekoho, kto sa na
Matematickom B-dni nezucastnil, ale ma dostatocné vedomosti z matematiky a vasim
rieSeniam rozumel aj bez toho, aby si precital zadanie. Do spravy by ste nemali doslovne
kopirovat Ulohy zo zadania. Namiesto toho z nej vytvorte vlastny suvisly a tvorivy pribeh.



e Skimanie a uvaZovanie sU jadrom Matematického B-dna. Ak uvadzate zd6vodnenia alebo
vysvetlenia, snazte sa ¢o najviac vyuZivat matematické argumenty. Cim presnejiie je vase
zdovodnenie a ¢im viac podrobnosti poskytnete vo svojom zdovodneni, tym lepsSie. Ak mate
o platnosti niektorych tvrdeni stdle pochybnosti, uvedte to aj v sprave: "domnievame sa,
ze...".

e Na ilustraciu svojich myslienok pouzivajte obrazky. Pouzite, napriklad, kopie obrazkov, ktoré
ste vytvorili pri rieseni (snimky obrazovky alebo fotografie obrazkov na papieri).

Pri hodnoteni sa berie do Uvahy tak matematicky obsah spravy ako aj spb6sob, akym je sprdva
napisana!



UVODNE ULOHY

Dnes budete skimat varianty nasledujicich hier pre jedného hraca. Prvy variant sa hrd na hracej doske
rozdelenej na Stvorcové policka. Na policku méze, ale nemusi, byt umiestneny kameri. Pozrite sa na obrazok
nizsie, kde je zobrazené rozlozenie kamenov na hracej doske.

V hre je povoleny len jeden jediny pohyb, takzvand preskocka: preskakovanie susediacich kamenov bud’
horizontalne alebo vertikdlne. Kamer musi byt umiestneny (,doskocit“) na prazdnom poli¢ku. Takze kamen
mbze preskakovat smerom doprava, dolava, smerom nahor alebo nadol, ale nie diagonédlne. Preskoceny
kamen z hracieho pola zmizne.

Napriklad: Kamen v pravom dolnom rohu preskoci cez kamen, ktory je umiestneny nad nim a posunie sa tak
o dve miesta nahor od jeho vychodiskovej pozicie. V hre je tak o jeden kameri mene;j.

Daldi tah moZe byt takyto: Kamen, ktory je Uplne nalavo preskoéi cez kameri napravo od neho a posunie sa tak
o dve miesta vpravo.




Na zaciatku hry méze byt urlity pocet kamernov umiestneny na biele policka hracieho pola: vychodiskové
rozloZenie. Potom je povoleny uz len skakanie kameriov a nie je mozné kamene priddvat. Cielom je dostat sa ¢o
najdalej v sivych polickach hracieho pola. MéZete pouZit online hracie pole na nasledujicom odkaze:
https://www.bden.fpvai.ukf.sk/squares _game.php. Ak je to nevyhnutné, upravte priblizenie obrazovky
(odzoomuijte), aby ste videli celt dosku spolu s tladidlami.

ZADANIE 1
Pozrite sa na vychodiskové rozlozenie kamenov na doske nizsie:

a. Skontrolujte, ¢i je moZné sa dostat do druhého sivého riadku (do riadku v sivom poli oznaceného
Cislom 2).

b. Zistite a zdévodnite, s akou zaciatonou poziciou troch kamenov sa nedostanete dalej ako do prvého

sivého riadku.

Dal$ou otazkou samozrejme je, &i je mozné dostat sa na poziciu na tretom sivom riadku, a ak ano, s kolkymi
kamenmi a s akou zacdiato¢nou (vychodiskovou) poziciou. MéZete to, samozrejme, najprv skisat ndhodne, ale
existuje aj elegantnejsi postup. Teraz uZ viete, Ze z vychodiskovej pozicie niziie je moziné sa preskakat do
druhého sivého riadku. Ak sa Vam podari po niekolkych preskokoch sa dostat do pozicie ako je na obrazku

nizSie, potom by ste sa uz mali dostat do tretieho sivého riadku.

TakZe otazka znie: Ako uloZit kamene do vychodiskovej pozicie tak, aby ste po par skokoch kameriov dostali

vysledok, ako je na obrazku vyssie?


https://www.bden.fpvai.ukf.sk/squares_game.php?language=sk

ZADANIE 2
a. Najdite taku zatiato&nu (vychodiskovi) poziciu.'

Dnesnou vyzvou nebude len dostat tak daleko, ako je to mozné, ale dosiahnut to s €éo najmen$im moznym

poctom kamenov.

b. Najdite vychodiskovu poziciu, pomocou ktorej dosiahnete treti sivy riadok s o najmensim moznym
poctom kamenov. Vysvetlite postup, ako ste dospeli k danému vysledku. Zatial eSte nemusite
argumentovat, preco sa to nedd s mensim po¢tom kameriov, k tomu sa dostaneme neskor.

Pozndmka: moZno vo vasom rieSeni z ¢asti a. uZ pouzivate najmensi moiny pocet kamerov, v tom
pripade uz nemusite robit nic viac.

Dokonca sa zd3d, Ze je mozné dosiahnut aj $tvrty riadok (aj ked's inou vychodiskovou poziciou).

c. Najdite vychodiskovu poziciu, pomocou ktorej dosiahnete Stvrty riadok s o najmensim poctom
kamenov. Vysvetlite, ako ste k vysledku dospeli. MoZno budete potrebovat mierne vicsie hracie pole,
ako je ukazané na obrazku nizsie. Opét, zatial nemusite argumentovat, Zze menej kameriov nestadi, to

pride neskor.

Piaty riadok nie je dosiahnutelny, takie sa nebudeme dalej pytat na spdsoby, akymi by bolo moiné ho
dosiahnut. Bola by to strata Casu. V nasledujlucich zadaniach budeme postupne rozvijat argumentacné
postupy, ktoré ndm to ukdzu. Venujte tomu pozornost, pretoZe podobné postupy zdévodfiovania mézu byt
uzito¢né neskor pri vlastnom vyskume.

Intermezzo: Fibonacciho postupnost

Ustrednu Glohu v zdévodriovani bude mat Fibonacciho postupnost: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, ... Ako ste uZ pravdepodobne postrehli, vo Fibonacciho
postupnosti predstavuje kazdy clen postupnosti (samozrejme okrem prvych
dvoch) sucet dvoch predchadzajucich ¢lenov.

v zavereénej sprdve mézete pouzit aj niekolko $ipok a obrdzkov medzivysledkov, ktoré
by ukazovali skoky potrebné pre umiestnenie kamena do tretieho riadku.



MozZete pouzit ¢leny Fibonacciho postupnosti, aby ste Sikovne ukazali, Ze nie je mozné dosiahnut treti riadok,
ak mate k dispozicii len sedem kamenov. Podme zddvodnit, Ze pri nasledujlcej zaCiatoénej vychodiskovej
pozicii, nemézete dosiahnut tmavosivé poli¢ko:

Mozeme to vypocitat pomocou takzvaného Fibonacciho trojuholnika (F-trojuholnika). Priklad F-trojuholnika je
zobrazeny na obrazku nizdie. Kazdy stipec v F-trojuholniku tvori Fibonacciho postupnost; pri kazdom kroku od
stredného stipca sa viak postupnost zadina o jednu poziciu vyssie. F-trojuholnik musite vidy umiestnit tak, aby
pokryval cell zaciato¢nu (vychodiskovd) poziciu a sicasne, aby sa kamene pri planovanych skokoch nedostali
von mimo jeho hranic. Casti F-trojuholnika mézu presahovat mimo hracej dosky.

1 2 3 5 8 13 21 13 8 5 3 2 1
1 1 2 3 5 8 13 8 5 3 2 1 1
1 1 2 3 & 8 & 3 2 1 1
1 1 @ @ @ @ 2 1 1
1 1 @ @ 2 1 1
1 1 @ 1 1
1 1 1
1

Potom vaha skupiny kamenov v zavislosti od vybraného F-trojuholnika predstavuje sucet Cisel v polickach, na
ktorych si kamene umiestnené; napriklad ako v tejto ukazke:

24+2+3+2+3+5+3=20.

Porovnajte vahu pozicie kameriov pred a po realizovanych skokoch. Co vidite?

ZADANIE 3
Vysvetlite, pre€o sa vaha pozicie moze pri skoku len zniZit alebo zostat rovnaka (nielen pre poziciu z prikladu,
ale pre vietky mozné pozicie).



Z toho priamo vyplyva, Ze z vychodiskovej pozicie v priklade vyssie sa cielové policko (vyznacené tmavosivou
farbou) neda nikdy dosiahnut. Vaha vychodiskovej pozicie je 20, kym vaha cielovej pozicie musi byt aspon 21,
ak by sme pocitali len s jedinym kameriom.

Pre rozne dané vychodiskové pozicie existuju r6zne moznosti pre vytvorenie F-trojuholnikov. Pre dalsi postup
nezalezi, aky F-trojuholnik si vyberiete, pokial dodrzite podmienky, ktoré boli spomenuté vyssie. Overte, Ci
predchdadzajlice zdévodnenie bude fungovat aj v pripade, ak zvoleny F-trojuholnik posuniete o policko smerom
nahor alebo o jedno policko smerom nadol, teda sa zmenia iba vahy pozicii.

PrecviCte si tento spdsob zd6vodriovania, pretoze to moze byt uzitoéné pri rieseni dalsich zadani.

Ak budeme mat vychodiskovl poziciu zadand ako na obrazku nizsie, nemozZete dosiahnut cielové policko
vyznacené tmavosivou farbou. MéZete to jednoducho ukazat tym, Ze si to sami vyskdsate, alebo to vysvetlite
pomocou F-trojuholnikov. Vypoditajte si, Ze je to nemozné. TaktieZ to skiste ukdzat, ak F-trojuholnik bude
umiestneny o polic¢ko vyssie alebo nizsie.

2 3 5 8 13 21 34 21 13 8 5 3 1
1 2 3 5 8 13 21 13 8 & 3 2 1
1 1 2 3 5 8 13 8 5 3 2 1 1

CHOHONOIHONG,

Zd3 sa, Ze zo Ziadnej vychodiskovej pozicie na hracom poli so siedmimi kamerimi nie je mozné dosiahnut treti
riadok.



ZADANIE 4

Uvedte Uplné zdovodnenie, pre¢o nemozeme nikdy dosiahnut treti riadok so siedmimi kamenmi.

ZADANIE 5
a. Uvedte UpIné zd6vodnenie, preo nemdzeme nikdy dosiahnut Stvrty riadok so sedemnastimi
kamenfmi.
b. Viete vase zdévodnenie dalej rozsirit aj pre 18, 19, ... kameriov?

Ako uZ bolo uvedené, piaty riadok nie je mozné dosiahnut, bez ohladu na to, kolko kameriov pouzijete!
Kli¢ovym krokom pri tomto uvaZovani je, Ze nezaleZi na tom, ako umiestnite F-trojuholnik, sucet Cisel v bielych
polickach je vidy mensi ako Cislo v ciefovom poli¢ku v piatom riadku. Aby ste to vedeli zdévodnit, potrebujete
poznat $pecialnu vlastnost Fibonacciho postupnosti.

Specidlna vlastnost Fibonacciho postupsnosti. Pozrite sa na c&isla, ktoré dostanete s¢itanim prvkoy
postupnosti:

1=1
1+1=2
1+1+2=4

1+1+2+3=7

1+1+2+4+3+5=12

1+14+2+4+3+5+8=20
VSimnite si nasledujici vztah: sucet prvych 4 &isel Fibonacciho postupnosti sa rovna 6. Cislu v poradi
Fibonacciho postupnosti minus 1; sucet prvych 5 Cisel Fibonacciho postupnosti sa rovna 7. Cislu v poradi
Fibonacciho postupnosti minus 1; a tak dale;j.

ZADANIE 6
Zdovodnite, preco sucet prvych n ¢lenov Fibonacciho postupnosti je rovny hodnote (n + 2)-hého ¢lena
Fibonacciho postupnosti zmenseného o 1.

Ak aj toto zadanie nevyriesite do konca, vase Gvahy moZete pouzit neskér.

ZADANIE 7
Uvedte Uplné zdbévodnenie, preco so Ziadnou vychodiskovou poziciou kamerfiov nemoézeme nikdy dosiahnut
piaty riadok.



VLASTNY VYSKUM

Pozyvame vas, aby ste si vybrali jednu (alebo viac) z nizsie uvedenych tém pre svoj vlastny vyskum.

Len malad pripomienka, zavere¢nd sprava by mala pozostavat z Gvodu na zéklade zisteni zo Uvodnych uloh a
zadani. Potom popisSete postup a vysledky rieSenia aspon jedného s variantov, ktoré su uvedené dalej.

Vo vlastnom vyskume si budete klast rovnaké otazky ako v Ulohdach a zadaniach, ktoré ste riesili uz od rana:

e Sakym minimalnym poctom kameriov mézeme dosiahnut druhy, treti, Stvrty, atd. riadok? Aka zvolit
vychodiskovu poziciu? Je jedinecna alebo existuje viacero moznosti?

e Ako dokaZete, Ze uz nie je mozné pouzit mensi pocet kamerov?

e  Ktory riadok nemdze byt dosiahnuty s danym pocétom kameniov alebo bez ohladu na pocet kameriov?
Ako by ste to vedeli dokazat?

VARIANT 1

UvaZujte o moznosti, ze kameri mbze preskakovat cez dva iné kamene, nielen jeden, horizontalne alebo
vertikalne:

Pripominame, Ze mozete vyuZit aplet https://www.bden.fpvai.ukf.sk/squares game.php

VARIANT 2

Uvaiujte, 7e KAMEN moze skakat len diagonélne v $tyroch smeroch (ale uz nie horizontalne alebo vertikélne):
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https://www.bden.fpvai.ukf.sk/squares_game.php?language=sk

VARIANT 3
Hracie pole pozostéva z Sestuholnikovych polic¢ok a skok méze byt realizovany v Siestich smeroch:

MozZete pouZit online hracie pole na nasledujicom odkaze:
https://www.bden.fpvai.ukf.sk/hexagon game.php.

Vsimnite si podciarnik "_" medzi "hexagon" a "game". Ak je to nevyhnutné, upravte priblizenie obrazovky
(odzoomuijte), aby ste videli dosku spolu so vsetkymi tlacidlami.

VOLNY VARIANT
Vytvorte vlastnu variaciu hry a skimajte podobnym spésobom.

Poznamka: PoufZitie vahy pozicie k uvazovaniu o tom, ¢i sa da dosiahnut konkrétny riadok s uréitym poctom
kamenov je pomerne silné, ale nie vZdy to predstavuje , konecné slovo”.

Uvedme si fiktivny priklad: predpokladajme, Ze najpresvedCivejsim dokazom, ktory mozete poskytnut
pomocou véhy pozicie je, Ze nie je mozné dosiahnut Siesty riadok s 23 kamerimi. Predpokladajme, Ze ste nasli
vychodiskovl poziciu, ktord dovoluje dosiahnut Siesty riadok s 25 kamerimi. Dve veci tu mozu byt stale
nespravne: da alebo neda sa to dosiahnut s 24 kamerimi? Ak sa to nedd, budete musiet vymysliet ini metddu
uvazovania, mozno celkom odlisnu od tej, ktora sa opiera o vahu pozicie. Nikto vdm v tom nebrani!
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