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UvoD

O zADANI

Niekedy je za postupnostou matematickych operacii ukryty cely svet. Dnes budete velmi
jednoduchym pristupom skimat takyto nadherny svet. Zacnete s postupnostou Cisel

a pomocou rozdielov vytvorite novl. Zda sa, ze by ste mohli rychlo skondit, ale zdanie je
Castokrat klamlivé.

STRUKTURA DNA

Zadanie dnesného Matematického B-dna pozostava z Uvodnych udloh a dalsich,
pokrocilejSich uUloh. Na rozdiel od beznych testov na hodinach matematiky, nemusite
vyriesit véetky Glohy. Zadanie obsahuje Ulohy od lahkych az po naroéné. V Uvode zadania
vam pomdzu navrhy a navody, ako niektoré Ulohy riesit. Je prirodzené, Ze sa vam nepodari
vyriesit vSetko, ale v sprave aspon popiste a ukazte, ¢o ste sa pokusili vyriesit a ako
daleko ste sa dostali (napriklad s vyuzitim navodov). Ak ste Uvodnym uloham
a problémom venovali dostatok ¢asu, vyberte si jedno alebo viacero zavere¢nych zadani
a danej téme sa venujte hlbsSie. Prave rieSenie problémov v zdvereCnom zadani méze vas
tim este viac odlisit od konkurencie a umozni vam ziskat lepsie umiestnenie!

PoMOCKY

Dnes budete potrebovat nasledovné pomdcky: pero, dostatok papiera na pomocné
vypocty, toto zadanie, pocitaC alebo notebook na pripravu spravy a tabulkovy procesor
(MS Excel alebo Google Sheets) alebo Python. Neodporiu¢ame pouzivat internet, ale ak tak
urobite, nezabudnite v sprave uviest odkaz na zdroj (URL). Pouzivanie ChatGTP alebo
podobného programu nie je povolené.

CO BUDETE ODOVZDAVAT?

Pocas celého dfia budete pracovat na zadvereénej pisomnej sprave, ktor( odovzdate v
elektronickej forme. Zaverednu spravu nezadinajte pisat prili$ neskoro; ¢as odovzdania je
presne 16:00. Vo svojej pisomnej zaverecnej sprave opisete svoje vysledky a zdovodnenia
rieSeni. Vyrozpravajte svoj vlastny, jasny a presvedCivy pribeh. Ocenujeme dobre
napisané, jasné, presné, Uplné, starostlivo formulované a predovSetkym originalne,
kreativne ¢i dokonca lyrické spravy.

Tipy:

e MbZe byt uzitoéné zaclat pisat Casti zaverecnej spravy uz rano.

e Budte zrozumitelni: dbajte na to, aby bol text Citatelny aj pre niekoho, kto sa
nezucastnil na Matematickom B-dni (ale ma dostato¢né vedomosti z matematiky)
a aby dokazal porozumiet vasim rieSeniam aj bez toho, aby si precital zadanie. Do
spravy by ste nemali doslovne kopirovat Glohy zo zadania. Namiesto toho z nej
vytvorte pokracujuci, tvorivy pribeh.

e SkuUmanie a uvazovanie su jadrom Matematického B-dna. Ak uvadzate zdévodnenia
alebo vysvetlenia, snazte sa ¢o najviac vyuZivat matematické argumenty. Cim
presnejsie je vase zdOGvodnenie a ¢im viac podrobnosti poskytnete vo svojom
zdb6vodneni, tym lepsSie. Ak mate o platnosti niektorych svojich tvrdeni pochybnosti,
uvedte to aj v sprave: "domnievame sa, ze...".

e Na ilustraciu svojich myslienok pouZivajte obrazky. Pouzite napriklad kopie
obrazkov, ktoré ste vytvorili pri rieSeni (snimky obrazovky alebo fotografie
obrazkov na papieri).



Pri hodnoteni sa berie do Uvahy nielen matematicky obsah rieSeni ale aj spésob, akym je
zaverelna sprava napisana!



UVODNE ULOHY

Nech je dana koneénd postupnost kladnych celych ¢isel, napriklad: 7,5,1,10. M6zeme z nej
vytvorit novl postupnost tak, ze vypocitame rozdiely medzi jej po sebe idicimi ¢lenmi:
7-5=2;1-5=-4,1-10=-9; 10— 7 =3 aich absolitne hodnoty ! : 2,4,9,3. Takze
posledny ¢len postupnosti bude rozdiel medzi jej poslednym a prvym clenom. Tomuto
kroku hovorime rozdielovy krok. Na novovzniknutl postupnost potom mézeme znova
aplikovat rozdielovy krok: dostaneme 2-4=-2;4-9=-59-3=6;3-2=1, Cize
2,5,6,1. A ak rozdielovy krok pouZijeme este raz, dostaneme postupnost 3,1,5,1. Tieto
postupnosti si mézeme prehladne zapisat pod seba:

7 5 1 10
2 4 9 3
25 6 1
315 1

Tento zdpis nazyvame séria postupnosti. Takato séria mbze byt lubovolne dlha, ak
rozdielovy krok pouzijeme znova a znova.

ULOHA 1 (LEN TAK SI JU VYSKUSAIME)
a. Preskimajte, ako sa meni postupnost 7,5,1,10, ak opakovane pouZijete
rozdielovy krok.
b. Preskimajte dostatoCne velky pocet dalSich postupnosti Styroch prirodzenych
¢isel (t. j. Cisel z mnoziny 0, 1, 2,..., atd.) a sformulujte domnienku o tom, ¢o
sa stane, ak budete rozdielovy krok opakovat dostato¢ne vela krat.

Vysdie sme sa pozreli na postupnost Styroch &isel, resp. postupnosti dizky 4; ozna¢me
n=4. Rozdielovy krok mozete opakovane aplikovat na postupnosti lubovolnej dizky,
vratane dizky 3, napr.
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c. Preskimajte dostatoény pocet postupnosti dizky 3 a sformulujte domnienku
o tom, Co sa stane, ak zopakujeme rozdielovy krok dostatoCny pocet krat.

Mozno ste pri skimani nadabili na postupnost, ktord po niekolkych réznych krokoch
skondila postupnostou obsahujlcou iba nuly. Vtedy hovorime, Ze postupnost zanikne.
Napriklad postupnost 4,9 (dizky 2) zanikne:

4 9
5 5
0 o0

d. DokéaZzte, ze kazda postupnost dizky 2 zanikne po dvoch krokoch.
e. Pravdepodobne ste nasli aj postupnost, ktora koncila sériou postupnosti, ktoré
sa stale dookola opakovali. Ak sa to stane, postupnost sa stane cyklickou?.

1¢ize zanedbédme znamienko.
2Zaniknutie je vlastne Specialny pripad cyklickosti: riadok nul sa opakuje dookola.



Vys$sie uvedend postupnost 3,9,1 sa stane cyklickou: od postupnosti 2, 2, 0 séria pokracuje
nasledovne

2 2 0

0 2 2

2 0o 2

2 2 0

0 2 2

2 0 2
atd.

PROBLEM 2 (PREDLZENIE ZIVOTNOSTI SEKVENCIE)
Pri dalSej Ulohe mdzete pouzit priloZzend tabulku (poZiadajte uditela o subor). Mbzete si
napisat aj vlastny program (napriklad v jazyku Python).

a. Vyzva: Najdite postupnost dizky n = 3, pre ktorl treba aplikovat rozdielové kroky
¢o najviac krat, kym zanikne alebo sa stane cyklickou. Mézete pouzit &isla 1 az 100.
Vysvetlite, pre¢o séria nemo6ze mat viac krokov, ako ste nasli.

b. Urobte to isté aj pre n = 4.

PROBLEM 3 (ZANIKNUTIE ALEBO CYKLICKA POSTUPNOST)

Ak porovnate najvacsie Cislo v postupnosti pred rozdielovym krokom s najvacsim cislom
v postupnosti po rozdielovom kroku, toto ¢&islo mbze zostat rovnaké alebo sa zmensi.
Napriklad:

6 8 0 2

2 8 2 4 rovnaké
6 6 2 2 mensie
0 4 0 4 mensie
4 4 4 4 rovnaké
0 0 0 O mendie

a. Vysvetlite, preco sa Cisla v postupnosti nemo6zu po rozdielovom kroku zvacsit.

Teraz dokazte, ze postupnost musi po koneénom pocte rozdielovych krokov zaniknut alebo
sa stat cyklickou. Robi sa to prostrednictvom "d6kazu sporom": to znamena, ze dokazete,
Zze opak je nepravdivy. Najprv teda predpokladajme, Ze dand postupnost nezanika
a nestava sa cyklickou. Potom sa Ziadna postupnost nesmie v celej nekonecnej sérii objavit
viac ako raz.

b. Preco sa v nekonecnej postupnosti neméze Ziadna postupnost opakovat viac ako
jedenkrat?

To znamena, ze v sérii postupnosti musi byt nekonecéne vela réznych postupnosti (séria
predsa pokracuje nekonecne dlho). To vSak nie je mozné. Predpokladajme napriklad, Ze
najvacsie dislo v postupnosti dizky 4 je 12. Potom najvacsie &islo, ktoré sa vyskytuje v
celom rade postupnosti, je tiez 12, pretoZe plati ¢ast a. Ale postupnosti dizky 4 s najvacsim
Cislom 12 je iba konecne vela (overte si to; vypocitajte, kolko je moznosti).

c. Zovseobecnite tito Uvahu a vysvetlite, Ze v sérii postupnosti mdzZe byt iba koneény
pocCet roznych postupnosti.



Teraz sme dospeli k sporu (takZze dOkaz je hotovy!), pretoze na jednej strane musi séria
postupnosti obsahovat nekoneény pocet réznych postupnosti, ale na druhej strane podla
¢asti c mame na to len konecny pocet moznosti.

PROBLEM 4 (NULY A JEDNA JEDNOTKA)
Dnes sa pozrieme na dlhsie postupnosti v Specialnom tvare.

Zacnime nasledujlcou postupnostou siedmich nul a jednej jednotky:

0 000 O0OOTOT1

a. Opakujte rozdielovy krok, az kym nezanikne.

b. Preskimajte postupnosti v tvare 00 ... 0 1 (n — 1 nul nasledovanych jednotkou) pre
n > 1. Pre aké hodnoty n postupnost zanikne a pre aké sa stane cyklickou?

c. Sformulujte vSeobecnl domnienku.

Pri niektorych postupnostiach sa objavuje efekt opakovania. Najprv sa pozrite na n =2

0 1

1 1
VSetky tri farebné Casti sU rovnaké. Tento vzor je zakladnym kamenom dalSej série
postupnosti pre n = 4:

= O OO
= = OO
= O KR O
e e

Vzor sa opakuje v modrej, Cervenej a zelenej oblasti. Vidite, Ze pre n =8 je situacia
rovnaka:

HOOOOOOO
HH,OOOOOO
HORF,OOOOO
H RO OOO
HOOOH OO0OO
H,OOHKHMHEHOO
HOHOFR OKHO
i e e

d. V Casti b ste uviedli hodnoty n, o ktorych predpokladate, ze postupnost 0,0,...,0,1
zanikne. Dokazte tuto domnienku.

e. Co mdzete povedat o postupnosti v tvare 0,0, ..., 0, k (n—1 nUl nasledovanych
prirodzenym cislom k, nie nutne 1)?



PROBLEM 5 (FAzA 1 A 2)
a. Ak sa séria postupnosti stane cyklickou, vzdy v nej nastane zvlastny moment. Od
toho zvlastneho momentu postupnost pozostava iba z ndl a jednej nenulovej
hodnoty3, ktord moéze nadobudat niekolko ¢lenov postupnosti. Napriklad:

<(QOdtialto!
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b. Vysvetlite, pre¢o postupnost, ktord obsahuje iba nuly a jednu nenulovi hodnotu,
nazvime ju a, (ako je napriklad postupnost 0,5,0,5,5,0) sa po rozdielovom kroku
zmeni na postupnost, ktord znova obsahuje iba nuly a dand hodnotu a.

Kym postupnost v sérii obsahuje viac ako dve rézne nenulové hodnoty, je vo . Ak
sa prepne na postupnosti obsahujluce iba hodnoty 0, a, tak je vo . V Ulohe 5a ste
vysvetlili, prec¢o sa nemozete dostat z fazy 2 spat do fazy 1. A naopak, zda sa, ze faza 1
sa vzdy zmeni na fazu 2.

c. Skumaijte, ¢i kazda postupnost vo faze 1 musi nutne skoncit vo faze 2. Ak ano,
zdbvodnite, preco; ak nie, uvedte kontrapriklad.

PROBLEM 6 (KROK SPAT)

Ma postupnost 6,3,2,5 predchodcu? Inak povedané, mdze byt tato postupnost vysledkom
rozdielového kroku? V tomto pripade je odpoved: ano! Napriklad, zacnite Cislom 7. Potom
druhé &islo postupnosti musi byt 7+ 6 a tak dalej. Mdzete napriklad dostat predchodcu
7,13,10,12.

a. Dokdzete najst predchodcu postupnosti 6,3,2,5? Najdite a popiste vSetkych
predchodcov postupnosti 6,3,2,5.

Spravanie postupnosti je mozné véeobecne zdbévodnit. Na oznacenie ¢lenov postupnosti
dizky n je vhodné pouzivat dolné indexy: a,,a,,as, ...,a, pre postupnost dizky n. Napriklad,
pre postupnost 6,3,2,5 mame: a; =6, a, =3, a; =2a a, = 5.

Vo vSeobecnosti sa zda, ze postupnost a,,a,,as, a, mad predchodcu, ak existuje takad volba
znamienok + a —, Ze

ialiazia3 ia4 :0.
Tento vztah naozaj plati pre postupnost 6,3,2,5: 6 —3+2—5 = 0.

b. Skumajte, pre¢o postupnost a,,a,, as,a, ma predchodcu prave vtedy, ak existuje
taka volba znamienok + a —, Ze
ta,ta,+a;+a, =0.

3 Samozrejme, ak zacnete tymto typom postupnosti, neddjde k ziadnej velkej zmene.



c. Zovseobecnite tvrdenie a zdévodnenie z ¢asti b pre postupnosti dizky n.

Pri rieeni problému 1 ste si pravdepodobne vsimli, Ze postupnosti dizky 3 nikdy
nezaniknu, ak to nie su postupnosti zlozené z troch ¢lenov s rovnakou hodnotou. Napriklad
postupnosti 4,5,6 a 3,3,8 nezaniknu, kym 2,2,2 a 9,9,9 ano. Overte to!

d. Dokazte, ze postupnosti dizky 3 nezaniknt, ak neobsahuju tri rovnaké ¢leny.

e. Co ocakdvate od ostatnych postupnosti nepdrnej dizky?



VLASTNY VYSKUM

Vyberte si a sami skimajte jednu (alebo viacero) z ponuknutych tém.

Pripomienka: Zavere¢nd pisomnd sprdva ma pozostavat z Gvodu do rozdielovych
postupnosti. Uvod by mal vychadzat z vasich zisteni a rie$eni problémov 1 aZ 6. Potom by
mal nasledovat vas origindlny postup rieSenia a vysledky z aspon jedného zadania
(Stadie), ktoré si mozete vybrat z moznosti uvedenych nizsie.

STUDIA 1: ZANIKAJUCE POSTUPNOSTI

Je toho vela, ¢o mdzZete objavovat a skimat o zanikajlcich postupnostiach. Tu je niekolko
moznosti:

e Pri riedeni problému 3 ste zistili, Ze postupnost dizky n = 2 vzdy zanikne. Mozno
vadm napadlo, Ze aj postupnost dizky n =4 by vzdy mala zanikn(t. Dokazte, Ze
postupnost dizky n = 4 vzdy zanikne.

e To, ako kolko rozdielovych krokov bude postupnosti $tyroch disel trvat, kym
zanikne, zavisi od Cisel, s ktorymi zaénete. Skimajte vztah medzi ¢élenmi prvej
postupnosti v sérii a po¢tom krokov, kym tato postupnost dizky n = 4 zanikne.

e Skumajte a hladajte pravidld pre rézne dizky n, pre ktoré vdetky postupnosti
zaniknu.

Pomocka:

- Pre vas prvy vyber: pouzite vase rieSenia a zistenia z Problému 4 a myslienku
z ramiku uvedeného nizsie.

Suctové postupnosti
Pri ivodnom skimani vdm moze poméct nasledujica myslienka: NemodzZete len tak
s¢itat dve postupnosti rovnakej dlZzky:

2 2 0 0 1 0 2 3 0 2 3 0
(0 2 2) + (1 1 0) = (0 3 2), ale (0 3 2> nie je séria postupnosti!
2 0 2 0 1 1 2 1 3 2 1 3

Ak vaSe skiumanie obmedzite len na postupnosti skladajice sa iba z 0 a a (t.]j.
postupnosti vo faze 2) a vhodne upravite pravidla, potom to mozné je. Upravené
pravidlda budd vyzerat nasledovne: 0 0=0; a®0=a; 0@a=a aaPa=0. Potom,
napriklad, mozete dostat vypocet:

2 2 0 0 2 0 2 0 0
(0 2 2) () (2 2 0> = (2 0 >,
2 0 2 0 2 2 2 2 0
ktorého vysledok je naozaj nova séria postupnosti.

Tento vysledok mézZete pouzit v dalSom skimani. Ak to chcete dokazat, stadi, ak sa
pozriete, o sa deje ,lokalne", napriklad:

N
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STUDIA 2: NULOVE STROMY

V tejto stadii sa zameriame na postupnosti vo faze 2 (pozri Problém 5). Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze nenulové ¢leny postupnosti maju hodnotu 1. Potom mdzZeme vytvorit
diagram postupnosti a Sipok, kde kazda Sipka reprezentuje rozdielovy krok. Ak obmedzite
vase skimanie na vsSetky postupnosti jednotiek a nul, z ktorych sa stand nulové
postupnosti (teda postupnosti, ktorych vsSetky cleny si rovné 0), potom diagram
nazveme nulovy strom. Pre n = 2 a n = 4 vyzera nasledovne:

0001 1110 0100 1011 0010 1101 1000 0111

NN/ NS L7

0011~\\\\\\‘ 1100 0110 "”"”,£901
01 10 0101 1010
11 1111
00 0000

V tychto pripadoch boli v nulovom strome vsSetky postupnosti. Neplati to vSak pre
postupnosti dizky tri, hoci aj pre tie existuje maly nulovy strom:

111

l

000

Vyska stromu je pocet Sipok, ktorymi musite prejst, aby ste sa prechodom po $ipkach
dostali z postupnosti na najvyssich poschodiach do nulovej postupnosti (dolu). Pre kazdu
hodnotu n existuje nulovy strom, ale ich vysky sa lisia. Napriklad pre n = 2 je vyska stromu
rovna 2, pre n = 3 je vyska 1 a pre n = 4 je vysSka stromu rovna 4.

Preskimajte pravidelnosti vo vyske nulového stromu pre ré6zne hodnoty n.
Pomocky

- Vysvetlite, pre¢o kazda nenulovad postupnost v nulovom strome ma prave nula
alebo dvoch predchodcov.

- VyuZite svoje rieSenie a vysledky z problému 4.

- V probléme 6 je vysvetlené, Co je predchodca postupnosti. Vysvetlite, ze
postupnost zloZzend z nul a jednotiek ma predchodcu iba v pripade, ze obsahuje
parny pocet jednotiek.

- Pouzite myslienku z rdmika nizSie.

11



Opakovanie postupnosti
Pri vasom skumani sa vam moéze zist nasledujica myslienka. Ak mate sériu postupnosti
dizky 3, ako je napriklad

1 0 O
1 0 1
1 1 0
tak z nej mozete vytvorit série postupnosti dizky 6 alebo 9 opakovanim postupnosti:
1 0 0 1 0 O 1 0 01 0 0O 1 O O
1 0 1 1 0 1 1 0 11 0 1 1 O 1
1 1 0 1 1 O 11 0 1 1 0 1 1 O

Tuto myslienku je mozné zovs$eobecnit. Vo vasej zadverecnej sprave vysvetlite, preco to
takto vSeobecne funguje.

12




STUDIA 3: VYVOJOVE DIAGRAMY A SNEHOVE VLOCKY#

V tejto studii (podobne ako v predchadzajlicej) sa zameriame na postupnosti vo faze 2.
Pre pohodInej$iu pracu s postupnostami predpokladajme, ze nenulovy ¢len postupnosti ma
hodnotu 1. M6Zete vytvorit vyvojovy diagram, ktory zndzorfiuje, ako postupnosti medzi
sebou suvisia. Pre n = 3 vyzera vyvojovy diagram nasledovne:

100 111

000
110—" 011

010 001

Vlavo vidite akusi snehovl vlocku a napravo posun z 1,1,1do 0,0,0. Zda sa, Ze by ste sa
nafl mali pozerat ako na maly strom (pozri Studiu 2). Pre n = 6 tieZ dostanete snehovu
vlio¢ku, ale vadsiu. Snehova vlocka obsahuje cyklus v strede (Sestuholnik) a ku kazdej
postupnosti vo vrchole (napriklad 101000) je pripojeny strom. Pocet r6znych postupnosti
v cykle urcuje takzvany rad snehovej vliocky. Takze snehova viocka nizsie je radu 6 a ta
vysSSie je radu 3.

001000 110010
110111 \ /001101
011{ ylll
110< 101000—*111< 7101
011101=——100111 001010 «—000110

/ \

001011 100010 <=——011110 000010

yd
N

N\

100001 101

011111/ \101100

Pl
ANV

100000 010011

4\/ rdmci pripravy na tdto Studiu si preditajte Gvod k Stadii 2, je to potrebné.
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Pre n =6 treba k snehovej vlo¢ke na obrazku pridat este dalSie dve snehové vlocky
a nulovy strom. Existuje presne 2° = 64 postupnosti jednotiek a nul. Najdete ich vo
vyvojovom diagrame vSetky?

Zatial je z&hadou, ako sa pre lfubovolnu dizku postupnosti zisti, kolko snehovych vlo¢iek
a akého radu obsahuje jej uplny vyvojovy diagram. Napriklad diagram pre postupnosti
dizky 9 obsahuje nulovy strom (vysky 2), $tyri snehové vio¢ky radu 63 a jednu snehovtl
vlocku radu 3. Spolu existuje 63 postupnosti jednotiek a nal. V kazdej vlocke radu 63 je
2 -63 = 126 postupnosti a snehova vlocka radu 3 obsahuje Sest postupnosti. Spolu s dvoma
postupnostami v nulovom strome napokon dostdvame: 2 +4-126 + 6 = 512, sucet je teda
spravny.

Pre r6zne hodnoty n skimajte, ako vyzera Uplny vyvojovy diagram postupnosti jednotiek
a nul. Co viete povedat o pocte snehovych vlociek? A ¢o o poéte viotiek daného radu?
Vidite nejaké vzory?

Pomocky:

- Pre obe diZky n =3 a n = 6 existuje snehovd vlo¢ka raddu 3. Nie je to nahoda.
Vysvetlite, e plati a zdovodnite, pre¢o plati nasledovné: Ak sa cyklus dizky
k vyskytuje vo vyvojovom diagrame pre postupnosti dizky n, tak sa cyklus dizky
k musi vyskytnut aj vo vyvojovych diagramoch pre postupnosti, ktorych dizka je
nasobkom n. Aj vtomto pripade vdm mobze pomdct myslienka opakovania
postupnosti (ramik v stadii 2).

- Bonus: Co dostanete, ak porovnate dizku stromov pripojenych k vrcholom
snehovej vliocky s vyskou nulového stromu (pozrite studiu 2) pre rézne hodnoty n?

- Pomocou generatorov mozete jednoducho popisat a hladat cykly v snehovych
vlockach. Pozrite si ramik nizsie.

Generatory
Cyklus dizky 15 vznikne pre n=5. Ani to nie je Ziadna nahoda. Pozrite sa na

postupnost:
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Ak sa na tuto postupnost pozriete cyklicky, uvidite, Ze podpostupnost 11 sa
v Stvrtom kroku posunula o jednu poziciu vpravo. Zopakujme tento postup patkrat:
po troch dalSich rozdielovych krokoch dostaneme 11000 atak dalej, a takto
vznikne cyklus. M6Zete o 11 uvazovat ako o generatore cyklu. S podobnou situaciou
sa stretnete Castejsie, napriklad, vo vyvojovom diagrame pre postupnosti dizky 17
vznikne vlo¢ka radu 255 generovana 1 1. A dokonca to funguje eSte vSeobecnejSie.
Cyklus v snehovej vio¢ke je mozné popisat tym, Ze ndjdete jeho generator.
Napriklad, $tyri vlio¢ky rédu 63 pre n = 9 mbzeme popisat pomocou 11, 1001, 10111
and 11101.
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