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Uvod
O zadani

Vacsina ludi si paméatd najma poznatky z geometrie v rovine: dve priamky pretinaju alebo su
rovnobezné; mnozina bodov rovnako vzdialenych od iného (pevne zvoleného) bodu sa nazyva
kruZnica; sucet vnutornych uhlov trojuholnika je 180 stupriov. Pre vas su to zndme fakty a zakladné
vedomosti z geometrie. Matematici vSak vlastnosti geometrickych objektov skiimali aj mimo rovinu,
napriklad na nerovnych (zakrivenych) povrchoch a dialo sa tak uz od staroveku. Mozno ste uz poculi
o sférickej geometrii — o geometrii na gulovej ploche. Gulovou plochou je, napriklad, povrch nasej
planéty Zem. Poznatky sférickej geometrie su dolezité pre satelitné drahy alebo tiez pre skimanie

a dokumentovanie sp6sobu Sirenia vibracii zemetrasenia. Vas dnes ¢akd podobné dobrodruZstvo.
Budete sa zaoberat geometriou na povrchu kocky, kvadra alebo iného mnohostenu. Takéto
matematické poznatky su dolezité pre pochopenie vibracii naprie¢ budovou alebo na vypocet
vzdialenosti pri pohybe po povrchu objektu. Je lahké nakreslit kruh na gulu, ale ¢o ak uvazujeme

o mnohostenoch? Ukazuje sa, Ze zndme skutocnosti su prekvapivo iné!

Struktura diia

Zadanie Matematického B-dna pozostava z Uvodnych a zaverecnych uloh. Na rozdiel od beznych
hodin matematiky, nemusite riesit vSetky Ulohy z Matematického B-dria. Aby sme vam pri rieseni
pomohli, ku kazdej tlohe existuju ndvodné otazky a Ulohy. Ak neviete Ulohu vyriesit alebo na nu
nemate dostatok ¢asu, mézete tuto uUlohu preskodit alebo do vasich rieseni zahrnut iba ¢ast, ktord
ste vyriesili (pripadne rieSenie navodnych dloh). SnaZzte sa ponechat si polovicu dfia na zavereéné
zadanie, takze sa Uvodnymi tlohami nezaoberajte priliS dlho. Zadanie obsahuje vela tvodnych uloh,
od lahkych po tazké, takze nech vas neodradi, ak nestihnete dokondit riesenia vSetkych uloh, ale
napiste, ako daleko ste sa v riedeni dostali. Ulohy s &islami 6, 7 a 8 st zavereéné problémy. Po tom,
ako ste venovali dostatok ¢asu rieseniu uloh 1 az 5, vyberte si jeden alebo viacero zaverecnych
problémov, aby ste sa do témy ponorili hibsie.

Uspechom v rieseni zdverecnych problémov sa vds tim méze vyrazne odlisit od rieseni ostatnych
timov!

Praca v timoch

Jedineénost sutaze Matematicky B-den spociva v tom, Ze matematiku riesite a navzdjom
spolupracujete v time, ako napriklad pri futbalovom zdpase. Mozno by bolo dobré pripravit si
harmonogram a rozdelenie Uloh. Nech kazdy robi to, v ¢om je najlepsi. Dajte kazdému ¢lenovi timu
priestor, aby prispel ndpadmi a vypracovanim rieSenia. Mozete pracovat na réznych tlohach sucasne
alebo spolupracovat na rieseni toho istého problému a nasledne sa znova stretnut, aby ste
prediskutovali a zhodnotili svoje rieSenia. Pri rieSeni niektorych Uloh je uzitocné prestudovat si rézne
priklady. To je nie€o, o ¢o sa da lahko podelit s celym vasim timom.

Pomocky

Dnes budete potrebovat: pero, dostatok papiera, noZnice, lepiacu pasku alebo lepidlo, dalej toto
zadanie a pocitac alebo notebook na pripravu spravy o rieSeniach a skimaniach vasho timu.
PouZivanie internetu je povolené (v sprave jasne uvedte URL adresu zdroja), ale nie vidy to mozZe byt
uZito€né.

€o odovzdat?

Pocas dria budete ako tim pracovat na jednej spoloc¢nej zaverecnej sprave. Nezacinajte pisat spravu
prili$ neskoro. Musite ju odovzdat o 16:00. V sprave popisete svoje rieSenia, vysledky a Uvahy. Sprava
by sa mala tykat najméa vyskumu v rdmci rieseni zaverecnych problémov. V sprave vyrozpravajte svoj



jasny a presvedcivy matematicky pribeh. Cenime si dobre napisané, jasné, presné, Uplné, starostlivo
formulované a urcite originalne, tvorivé a lyrické zaverecné spravy.

Tipy:

e Naplanujte si ¢as a rozdelte Ulohy medzi ¢lenov timu. MdzZe byt uZito¢né zacat s popisom rieseni
pripravnych Uloh do sprdvy hned rano.

e Budte zrozumitelni: zabezpecte, aby bola vasa praca Citatelna aj pre niekoho, kto sa nezucastnil
Matematického B-dfia, ani si nepredital zadanie, ale ma dostato¢né znalosti matematiky. Ulohy
zo zadania nemusite do spravy kopirovat doslovne. Namiesto toho napiste pribeh.

e Ak popisujete zddévodnenie, objasnenie alebo vysvetlenie, pokuste sa pouZit ¢o najviac
matematickych argumentov.

e Nailustraciu svojich napadov pouZite obrazky. MozZete pouzit napriklad kopie obrazkov, ktoré ste
vytvorili pocas rieSenia (snimky obrazovky alebo fotografie nacrtov na papieri).

e Pripravte si Casovy rozvrh dia a rozdelte Glohy medzi ¢lenov timu.

Pri hodnoteni sa berie do Uvahy nielen matematicky obsah spravy, ale aj sp0sob jej napisanial



Uvodné zadania
Uloha 1 (Kozie stopy na kvadri)

Na stvorcovych stendch kolmého hranola s rozmermi 4 X 4 X 10 leZia body P a Q. Bod P je vo
vzdialenosti 3 od stredu hrany na hornej podstave a bod Q je vo vzdialenosti 1 od stredu hrany na
hornej podstave (pozri obrazok 1). Koza chce ist po povrchu tohto kvadra z bodu P do bodu Q.
Vyznadend trasa s dizkou 14 nie je najkrat$ia mozna cesta.

Skumajte: Je mozné najst kratSiu cestu? Aka dlha je najkratsia cesta, ktori mézete najst? Preco si
myslite, Ze nemoze byt kratsia?

Ndavodné ulohy

e Zkvadra vytvorte rozne siete, potom ich rozlozte a zloZte. Do spravy uvedte rézne vysledky.
e Hladajte najkratsie cesty na sietach.
e Ak chcete, mozete si precitat text pod tymto problémom.
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Obrdzok 1. Koza kraca po hranole

Mimochodom: Vezmite pruzok papiera a nakreslite nan dva body P a Q a Usecku PQ. Prehnite
papier pozdiz priamky, ktord pretina use¢ku PQ tak, ako na obrazku 2. Prieseénik Use¢ky PQ so
skladom nazyvame S. Na zahyb umiestnite dalsi bod T. Usecky PS a QS spolu sa zdaju kratSie ako
PT a QT spolu, vSsak? Samozrejme, je to tak, pretoze PS a QS leZia spolu na usecke PQ, co je
najkratSia cesta medzi P a Q v rovine.

Obrdzok 2. Lomend ¢iara PQ pretinajuca hranu kvddra je na rozloZenej sieti use¢ka P'Q

To, Ze po rozloZeni siete podla fubovolnej hrany je cesta medzi bodmi P a Q Usecka, nezaruduje, Ze
tato cesta je zaroven najkratSou cestou medzi danymi bodmi. To bolo poucenie z problému 1: medzi
dvoma bodmi méze byt vela ciest, ktoré st po rozloZeni siete hranola Usecka (a su Usecky na kazdej
stene), no nie su to najkratSie cesty.



Usec¢ka na mnohostene je cesta medzi bodmi P a Q, ktora je na kazdej stene tsecka a po
rozloZeni siete mnohostena podla niektorej hrany, dsecky cesty patriace stendm susednym

s danou hranou, leZia na jednej priamke. Use¢ka na mnohostene neméze prechadzat cez vrcholy
mnohostena.

NajkratSia cesta medzi dvoma bodmi na mnohostene je Usecka na mnohostene, ale naopak, nie
kazda usecka na mnohostene je najkratSia cesta medzi jej krajnymi vrcholmi (Co je velmi odlisné
od situacie v rovine!).
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Obrdzok 3. Vlavo: Usecka na kocke — ale nie najkratsia cesta. Vpravo: td istd tsecka v Casti siete

Uloha 2 (Skimanie useciek na kocke)

a. Skumajte: Najdite na kocke Usecku, ktora pretne sama seba a rozpoli sa (pozrite navrhy nizsie).
b. Bod P lezZi v strede lavej steny kocky a bod Q priamo oproti nemu v strede pravej steny.
Preskimajte, kolko existuje useciek z bodu P do Q.
Poznamka: usecka nemusi byt najkratsia cesta (pozri vyssie).

c. Preco by sme mali suhlasit s tym, Ze Gsetka nemdze prechadzat cez vrchol?
Ndavodné ulohy

e Vytvorte rézne siete kocky, v pripade potreby ich polozte proti sebe, zloZte a rozlozte. Hladajte
rézne moznosti.

e Dolezitd otazka: MozZe Usecka pretinat tu istd stenu viac ako jedenkrat?

e Ak mate napad, skuste aj zdévodnit jeho pravdivost; odévodnite, preco by ich nemohlo byt viac?



Trojuholnik na kocke, podobne ako v rovine, je ¢ast plochy dana troma bodmi, ohrani¢ena troma
useckami na kocke, ktoré sa navzajom nepretinaju.

Na obrazku nizsie (Obrazok 4) vidite Styri priklady trojuholnikov ABC, t. j. sivi oblast ohrani¢ent
useckami na kocke AC, AB a BC. Je to ako natahovanie elastickej plachty pripevnenej na kocke
a upevnenej v bodoch, A, B a C, vrcholoch trojuholnika na kocke.
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Trojuholnik na prednej stene kocky Trojuholnik “prehnuty cez hranu kocky”
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Trojuholnik “natiahnuty okolo Trojuholnik “natiahnuty okolo
pravého horného predného vrcholu kocky” troch danych vrcholov kocky”

Obrdzok 4. Styri priklady trojuholnika na kocke

Pri vrcholoch 4, B a C vidite vyznacené vnutorné uhly (uhly na stenach kocky ignorujeme). V rovine
je sucet vnutornych uhlov trojuholnika rovny 180 stupriov. V pripade spodnych dvoch trojuholnikov
na kocke to zjavne neplati, takZe sa tu deje nieco zaujimavé.

Uloha 3 (Stéet uhlov trojuholnika na kocke)

Skuimaijte: Aky je sucet velkosti vnutornych uhlov trojuholnika na kocke? Vysvetlite! (Pozrite si
navodné ulohy)

Navodné ulohy

e Sucet velkosti vnutornych uhlov trojuholnika na kocke nie je vidy rovnaky. Ale da sa sformulovat
pekny vztah. Pokuste sa ho ndjst.

e Pomocou rdznych sieti kocky preskiimajte aspori Sest prikladov trojuholnikov na kocke, ktoré sa
svojim umiestnenim o najviac liSia.

e Formulujte hypotézy o sucte uhlov a otestujte ich na novych prikladoch.

e Ak ste nasli vztah, uvedte dovody, preco plati. Priklady trojuholnikov na kocke a ¢isla mozu
poméct vysvetlit vase vysledky, ale vase argumenty by mali byt vSeobecnejsie.




Uloha 4 (Kockovy pasienok pre kozy)

Na vsetkych stenach kocky s hranou 2 rastie lahodna trava. V strede jednej hrany je strom, ku
ktorému farmar priviazal lanom kozu. Najkratsie lano, ktoré umozni priviazanej koze dostat sa ku

e —— o — — -

vSetkej lahodnej trave, je dlhsie V13 a kratsie ako v17.

Aka je najkratsia dizka lana, ktort najdete? Preco si myslite, Ze lano nemdze byt kratsie?
Obrdzok 5. Koza priviazand lanom k stromu na kocke

Ndavodné ulohy

e Najprv vysvetlite, preco najvzdialenejsie body nie su vrcholy kocky, a to tak, Zze najdete aspon
jeden bod, ktory je dalej. Nasledujice dve Glohy vdm mézu pomdct.

e Nakreslite situdciu z iného pohladu, resp. smeru.

e Prvé skimanie mébze pozostavat z postupného predlZovania lana a zistovania, ktoré body mozete
dosiahnut s napnutym lanom. S lanom diZky 1 dosiahnete len dva najblizsie vrcholy a pasienok
pozostava z dvoch polkruhov. Potom je to komplikovanejsie...

e Najvzdialenejsi bod od stromu sa da dosiahnut dvoma (rovnako dlhymi) najkratsimi
cestami. Preco?

e Ak mate napad, pomenujte Sikovne zvolend neznamu vzdialenost x a pokracujte algebrickymi
Upravami.

Ak lano zostane napnuté, koza krac¢a po mnohostene v zmysle ,bodov v pevnej, rovnakej,
vzdialenosti od stredu”, teda po obvode kruhu (kruznici). Zd4 sa, Ze kruZznice na mnohostene
pozostavaju z niekolkych navzdjom zlepenych kruznicovych oblikov.




Obrdzok 6. Kruh na kocke. Pozrite si obluky na stendch (vlavo) a v Casti siete kocky (vpravo)

Uloha 5 (Tri pastice sa kozy)

Farmar ma tri kozy, ktoré sa mozu past na Stavnatej trave na stenach kocky. Vsetky tri st priviazané
k stipu, kazda svojim lanom. Lana maju rovnaku dizku.

Skimajte: Kde by mal farmar umiestnit stipy na uviazanie kdz a aké dihé by mali byt land, aby bolo
mozné spast ¢o najviac travy, ale pasienky, na ktorych sa kozy pasu, sa navzajom

nedotykali? Najlepsie rieSenie, ktoré najdete, opiste vo svojej sprave. Vysvetlite, ako ste ho nasli

a pripadne vysvetlite, preco si myslite, Ze to nemdze byt lepsie (pozrite navodné ulohy).

D

Obrdzok 7. Tri kozy pasuce sa na kocke
Ndavodné ulohy

e Vkazdom pripade, skuste preskimat mnozstvo r6znych moznosti.

e Napadaju vam argumenty, preco riesenie musi mat urcité vlastnosti?

e Vypoditajte dizku lana a povrch oblasti. Obsah kruhového vyseku s uhlom a (v radidnoch)
a polomeromr je % 12 (pre¢o?), €0 moino zjednodusit na % r2.
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Na vypocet obsahu kruhu na kocke ¢asto musite obrazok rozdelit na kruhové vyseky a trojuholniky
(s = % - dizka strany - vel’kost’ vy$ky na tdto stranu).
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Zaverecné problémy

Pozyvame vas, aby ste si vybrali jeden (alebo viac) z nizsie uvedenych problémov a doplnili ¢i rozsirili
vase rieSenia Uvodnych uloh.

V udlohe 1 ste sa snaZzili najst najkratsiu cestu medzi dvoma bodmi na mnohostene. Zo zaciatku bolo
vase hladanie mozno trochu neefektivne a chaotické. Teraz sa pozrime na rovnaky problém na
pravidelnom Stvorstene. Vieme, Ze Stvorsten je mnohosten so Styrmi stenami v tvare trojuholnikov.
Pravidelny Stvorsten ma vsetky Styri steny v tvare zhodnych rovnostrannych trojuholnikov.

D
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Obrdzok 8. Pravidelny Stvorsten. Je Ciarkovand cesta najkratsim spojenim medzi bodmi P a Q?

Najkratsie spojenie sa da najst efektivne pomocou trojuholnikovej mriezky, ktorud si mozno
predstavit ako pole zlepenych skladaciek sieti pravidelnych stvorstenov.
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Obrdzok 9. Pole zlepenych skladaciek sieti pravidelnych stvorstenov.

Uloha 6

a. Vysvetlite, ako pouZivat mriezku na obrazku 9, aby ste Ucinne a efektivne nasli najkratsiu
cestu medzi P a Q.



Zial, pri inych mnohostenoch nie je také jednoduché zlepit siete. Teraz je vadou tlohou najst iné
efektivne a Struktirované spbsoby, ako ndjst a opisat Usecky a najkratsie cesty medzi dvoma danymi
bodmi na zvolenom mnohostene.

b. Skuste to najskor pre kocku. Ak vas takéto skimanie zaujalo, rozsirte svoju metddu na dalsie
mnohosteny.

Uloha 7

V Ulohe 5 ste sa pokusili umiestnit na kocku tri kozy. DokazZete vyriesit ten isty problém na inom
mnohostene a/alebo s inym poétom kdz? Najdite takd kombinaciu mnohostenu a poctu koz, kde je
problém zaujimavy a rieSenie dostato¢ne narocné.

Uloha 8

V ulohe 3 ste skumali sucet velkosti vnutornych uhlov trojuholnika na kocke. A ¢o sucet velkosti
uhlov ostatnych mnohouholnikov? Existuju dokonca takzvané digdony (dvojuholniky) na kocke. Digén
je atvar, ktory ma dva vrcholy a dve strany. Existuju dokonca aj monogdny (jednouholniky), dtvary
s jednym vrcholom a jednou stranou. Pokuste sa rozsirit svoje zistenia na vSetky polygdny
(mnohouholniky) na kocke. Okrem toho mozete skusit skimat sucty velkosti vnitornych uhlov
mnohouholnikov na inych mnohostenoch podla vlastného vyberu, napriklad, rozsirit skimanie
pravidelného Stvorstena z ulohy 6.

Obrdzok 10. Digdn na kocke
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